Las Solocones qu pre.se_n{-aré no Son
las tim‘ca.S Soluciones : Pu.eddb hober més
e uno. manera de resolver los efercicios.
din embo.v%o, es muy ilustvativo (4 una
bueno. costumbre acodemico) Pt’CSef\'l’a(
las solvcio nes md_s e:ﬁec:h“vas, effcitnbc.s v
economicas. Aqru( presentaré las seluciones
m&s directa oon:f-\‘and/o en Qe Sean
tambicn  las  adecwodas pealagé%fcamen’ct-

(@) Ung, manera valida do duwestrar
e f es lineal es dumosirande gu
cumple, las condiciones de lo defraraudn:

L) respeta la sumac
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/R'csen-l'arc' una_ Soluvcion més olirecka
basado. en quL s p ey wna Mmahig,
entonces P(x)=A% es una aplicacién
lineall.
Obseve
Pl =z [xi=x, \=[1 -4 X\

X2 Xt Xp L1 [ \x

5, 5 0

Como .[3 es e la :Formq AT(, Sabemas
entonces gue es lineal

(b) lauo.l Que, en el apar-l-ado anterior,
podemos demoshay quL -f eS lineal

recvrriends o la definia’dn o tambien
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P \=/ %X =[1 o0 o X,

XZ X"I‘)(z_-h(g i 1 1 Xy
Xa, X3

E-Fec;,—{vamen'l?c, £ ey una aPlfCO.Ciér\ ltrtfal

(¢) No  es inmediatamenbe cloro quL esto.
fonden no es lineal, perv saspechamas
g no lo es porque Mo tiene forme.
matricial evidente.

(wando quiremos  domostrar guL unc
aplicaolén no e lincal, nuesko primer
esSfuerzo clibe estar d\'f:‘%&’dp a. jwttfiar
una do la .sigu'ten{'u Sidvacsones :

1) £ no respeta la sume.
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La ylhima sitvacidn es lo mhs
evidente : #O\- (1 J Yor
tants £ no ey lineal

d) En ete coso, £ no Hene forme.
matridal evidinte. Tampoco tenemos
(0201 paro. pensar gut no es lineal
?mcedemos Co \Ieri,{:’[car que 2
comple lo dofinicion do  aplicacisn

[(neal.

Brimero comprobames que £
respeto. la. Suma -

Tomames dlos polinomias arbitraries
en @9_, PlE) = aotaut tazt”
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f(p&)i—gr(t)): A (actbo) ¥ (o tor)
+(az4h-ai-b) ¥

2Go+0,t (02-0)t + Qbotbt ¥ (ba-b,) t

= 2(p®)+ 2(qw).

Endonces £ respete lo some.

Ahora  comprobames quu § respeto.
lo. mu Hplicacién escalar:
Tomames un escalar arbitvario
% N un golinemio arbitvario en ﬁ)z)
plE) = 0o Hatta,t’

Ap(t)= Ko totbt +ordzt™

.f(otp({:))= Axae + Ao+ (%Gz- wtay) t

= & (200+a.+ (az-a)t)
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Concluimes quL £ verfica lo
definicadn \ por tanto es lineal.

(8) la componente Xt es una pista
dv oue $ no es linegl \erificamas
que no Tespetn la Juma .
E.S(.o%tmo_& x|a,o5 xlec:}orcswa rbitrarios en
R*: Xx= (x-z,) | EP(%J.

21 = (i)
+9)

Xz*%b
= X?+2Xt%| ‘\'\31; 4 X77:‘\’ 2)(1.\8;‘\' a}.
)(z,‘]"a‘b

= p(x)+2(5) [ty +xemy) |
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(4) Esha a_plicac.iéf\ es lineal. Jusk f{c_ambg
esta condusion comprando que St
tumgle la definicion do aplicacion lineal:

Sean ﬂ, B€Mpn dos matrices.
P(arg)= (A+p)+ (A+B)*

= A+p + A 4R

= (p+ 1) + (B oP)

- P+ 2(8).
Por tanty 2 respeta o suma

Ses. un escalar | AeMpn una
Matyiz

P (xn)= (cA)+ («n)?

-
—

B+ x A% = o (Ata?)

=« £(A)
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Se. nos pide dumostrar aut ? es lineal.
Lo demestraremas  comprobanclo quL t
respeto. oo Sumo. y loo mulhplicacsn

escalar.
Sea. (G b ) (x yleM dnos
¢ O z O
matvices. Entonces
Pl /o b)+/x Y = F | [atx b¥y
¢ O Z 0 ¢tz O
= [atx-(bty) (bty)-(a+x)

C+¢ o)

{3

a-v b-o\+ x-ta \3-%

C o 2 (o)

=2 /o )1+ 2[(x u)]
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Sea. un escalor | & b \eM.
cC O

c 0/ xc ©

T [a-¢ b ob-«c \=X[G-b b-a

X C o ¢ 0

=xf|[a b
C O
Entonces f respetor lo multiplicacidn

escalar.

Quevremss caleulor lo matriz asociods
o £ respecto do lo base B dada.
Observe que  como f—:M—>M vy nNo Sé
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5,06
pide calewlar Mﬁ :
Recverde AL Mf’?" viene dada

e -
M?’gz Pl1o Plo t/o 0
00,15 00/Jg [\l 0))8

-

Flaol=(41 -1l-1{10]-4f01 |+tof00

o O o O 00 00 | O
:}’(io) =
o 0 .B -1
o)

Plo 1l=(<11\=-1({stol+if0o1\+0/00D
00 o O 00 00 1 0

[2/04\] = /-3
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=0ofL o\to[01l41/00®
0 0 00 10

t-

Sean 55\[ €2 los bases cononicas de
R3 1 R* Lo matriz osociada vient dade
por

£1,€ 1 i i
Mfz ® = BlL t/o £/°

0 1 0
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{

Observe quL no conpcemos dicectamente. f (3);
-f(:), -ﬁ(?) Lo auL S\ onncemoy son [0S
6i%uic\ntc5 dotus
F i' 31))'{ . :(O>)¥i: 4
N 0 1 pi| 0 i
¢Cmo podemes  uhlizaw los los cledos
81'63? Parbiendo de los
dats (\1 despues de un poco Ao esfuerzo)
nos domos cuenta que '6-‘-{(‘:’), (T),(LH
es una base de By los dakes qut
tenemos Son las columnas de
Mg® (13 L\ s £y

L/1e, 1/)e, 0)Je,

pova caleuloy M

1 o 1)
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cCémo  sabemes qut B= H‘:’) (

--0
e
—
—
o-—-l
|\
L)

ey uno bwe,.

il o L
o 1 4
1 10

Jl 6 o
~ e 4 o
o o1

Asy QUL () genero. & Y & un oond‘un*b

linealmente indepe,ndfﬂn(:c , for Lortto uro

base .

'Rccopxlar\do todso . tenemo f\/[sz'

q,u.evcmos M

ﬁz) Es

AS! ?UL nos

enfrentomas o un problema de cambte

Jdo base

Scat:un el éi%uicr\%c_ alfauamm«,

[@le, = M{"® [V]g

P=x,|

T M&% P T 7

Cirtagens
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Lo mas di#fdl ha sidwo infcq:re.&ar -]
Pmblema: coneckos los datos dodos con lo
que Se nos pide. Phora solo nas quedo

P &€ €2,
calewlar Begs y Mg’ *= M{ ﬁfeé.

P - P

Begs EzLA

1]
P
L
==
<=

bk
. h h

Mfgl'83= 1 0 41 b 'l Yy
o 2 1/1%h Y,
o h
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Lo, matriz quL buscamas vient dada  por
M2 ([260)c [£G)e [£(Bs)]e).
No conocemos  £(b1), £(b.), £ (b2) pero s
LoNno (e MO -F(E:-L3)=E. , f (bo-s)= Ci-C,
y $(dbs)= 2T+ 2Ts.
La. conexion entre los datos v lo gue se
no> pide es la S\amen‘\'e observatsn:
by= (bi" b3~>+ bs
by = (bz-b_a,)*‘ bz
bs = 2 (2bs)
Aplicando £ o estas tres ecvaciones
por linealidad oltenemos:
£(5s)= 27(20): 2(204aG)= T G
£(5)= 2(br-bs)+£(bs)= 2T+ Ts
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Asi quL
M;{ﬁ: ([ac‘:ﬁ@]c [ 2Ci-G+Cs ] [E,Jcc"z,)c,)

s [ A
o -1 ©
]
o o O

2.)
(b\ Las  columnas pwvote de M; nos dan
los coocdenadas  vespeets dp, C de unc

bose do |m .
1Y) | 606
M-_é’\' ol o
0 o1
O o O

Las 4res wolumeros Son Pivo-l;t,. Copdo
columna (4} el Veetor  coor denado. rt:pfc{—o
de C para los elements oo lo base de
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_ %)
(C) lodas las columnas de M; son

pivwte y por tanto no hay “veriable
libves". €s decir, lo ecoacién
M;B'i-‘—a tiene uno inico. Solvcid,
lo. hriviel X=35. £ Aducir Nuct=is].
Como  dim Mucﬁ =0 = # varialles lbres
entonces doda bose tent O elementss,
€s decir; Nucd no Hene bases.

(a) £ tiene repre Sentacion mahrical

£/ x X3 0O o 1 X\
xo |~ |+ | [1 1 o Xz
X3 "X} V) 0 "1 )(5

por tanto £ es lineal.
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Una. bo pare- Imf consiste do las

colomnos  pivote AL Ja matriz  asociade.

o p.

0 O -l 0 0 0

Por tanto impe Gen | [ O L

Paro. calculpr una bose de Nucﬁ/
partimes Ao la formo escalonads ya.
coleulage.. Obtenemps el 5i3ui ente Sistema
X1+X2 =0 = [ X -1

K2 =2 X |=A] 1
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Por Loyt Nuc f-= Cien -1

i
0

P, estudiar o inyechvidag y
Sobreyechvo. , reordomas gL
*Todas lo. pilas do Mp Hean pivote si
y solo 55 £ cs sobreyectiva
- Todas las columnas AL My heren pivete
$y solo si # es if\\‘fCH\fO\.
De la forma escalonada redwei dec
caleulada dedocimos qu £ n es

SobregecHva. ni inyectiva.
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(b) £ Hene representacidon patrical

£ [ x Xy A%y 1 1 0\/[/x
xz |\ 0 /7 \o o 0/«
X3 x3

La. matriz 4asociado ya s& encuentro.

en forma esScalonada reducide.

Im 7?; Gen (1

0]
X1+%X.=0 = /\Jmcﬁc - 0
X2=) 1) o
|
’x,s:}}, 0

f np €s Sobft\fecjn‘vau ny ingyechva,
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(o) V. 8 g no es inyech Vo entonces
3(6)-’—\7« tiene mas AL upo  solucion -

(b) V. Si g(R)=9v)=w >

0=g(a)- 4= 9(a-v)
por tanto 7-ve Nuc g

(CVF. Si g no s Sobreyectiva entonces
4 no alcanza. todo W,

(d) V. fara  definir uno aplicacion lineal
bosta con establecer dmo actuoa Sobre
cwalquier bose. Es precisaomente como
Se Aescriben £ q-

©) F. Todos las aglica cione lineales comphey

$(6)=0, la oplicacion nula es Solo

un _ ¢aS6 parhcular.
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5 columnas. Bdemads ;
§=#wlomnos = dim Nuc$ + dimm T
Si Aim Nucf = dim lm £ entonces
5= dm lmjli > dim Imf = 5/)p
o wal es pbsurdo.

(3) V. Todo. pakviz aSotiada o 4 Yene
4 columnas. S dim (mfﬂ{, entonces
hodas [as columnas son pivote. Esto

implica  que Nucf = 15}, Por tunto
F(A)=0 hene una unica Solousn
A=6 .
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@) Se pide Mjéﬁ l
MC'@ ( [f(éu3]c [f (-éz)] C [‘I12 (Es)] C—)
=([an'az]c Laale [al:\c>

s
<l

= i o 4
=1 L o
0 0 o

(b) Re cor dumos e

48
dimlm{ = rango Mp ~=# pivotes de M;_'B
o1

MﬁN 3 0 41
o 1 1
o 0 0

Do tonts, dim \m—f = 2.

(C) De la %rm escalonada redocidel :
Xi+xz=o > Bose M Nucf: /~1 \
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(d) ES’(udiamoS el d.l'agmma,

C
P = T ) 9P P
cec Mg~ B o<

P

Necesitamos calcular I matiz <% :
2% = ([T/,]'e [V.)e [Gle)
De las ecva ciones

Ej,r-—{-l., €=V, -\-Uz, €2= W4\
Obtenemos

Vizey, \p= —Z.N,zl V3=-% 44

Por dando P = /1 -1 -1\
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(d) Estudiamos ) diagrama,

[_\530 = M}jﬁ [5—(]3
P l P M%° I\\ P-=x
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%) Se no> pide caleular Mji Aprovednaﬂ’.m's
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Estudiomas el di a.oéramav

c A
~ P p Mclg ~ - = I.3
cel Téc ¥ A
v TR
T - N\~ - c,% il =Y
i tg]c. = ™M™ [X36
Calculamos

C)'b

MZEF'%— P M:F I 1 -4 o

Tec
I -1 o -4 X 1

0O 1 1
L -3 -]
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“\) La. ir\\\edividad | Sobfexlec-l'l'vid.ad s€ pedy
estudiar wsando cualguiera. de la3 madtrices

asociadas, Uh \izarembs Mc:ée
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No hdas las £¢la$ i +odos las wlumna.s

Henen pivotes, por tanto P no es

inyectiva. ni Sobreyechva.

Seo $=48 2,25 la bawe dada. Thva

Sdior lo ingeckvidad 4 Sobregectividad
Ao, 2. necesiiamn: €studior los pivotes
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Conside.ramos  los stgw’en%cs casos"

b=4:

e G=1": - a¥ 1

Un pivote : Dos piwtes:
No sobreectiva Mo Sobreyechive.
No inyechva. Ny Ingeckiva
b+1:

«0=1: -a#l

Mne oivhder Tres givotes
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Resumen' a+1i y bl > Biyeckive

a=4 o b=1> Nb sobreyechva
No inNechva
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